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Резюме. В работе с помощью разделенных и конечных разностей даются определения
классовKn(D) и Qn(D) голоморфных в областиD функций. Изучаются различные свойст-
ва функций из этих классов, устанавливаются признаки принадлежности функций к упо-
мянутым классам.
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1. Пусть D − односвязная область комплексной плоскости. Опреде-
лим n-ую разделенную разность голоморфной в области D функции F(z)

формулой

[F(z); z0, . . . , zn ] = 1
2πi

∫
�

F (ξ)dξ

(ξ − z0) . . . (ξ − zn)
,

где � − простой замкнутый контур, лежащий в области D и охваты-
вающий все точки z0, . . . , zn ∈ D (см. [1]). Если D − выпуклая область

(обозначим
′
D), то для разделенной разности справедливо также пред-

ставление (см. [1])

[F(z); z0, . . . , zn ] =
∫ 1

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
F (n)(ζ )dt1 . . . dtn,

где z0, . . . , zn ∈ ′
D и

ζ = (1− t1)z0 + (t1 − t2)z1 + . . . + (tn−1 − tn)zn−1 + tnzn ∈ ′
D,

0� t1 � 1, 0� t2 � t1, . . . , 0� tn � tn−1.

В случае попарно различных точек z0, . . . , zn ∈ D разделенную разность
можно определить рекуррентной формулой (см. [2])

[F(z); z0, . . . , zn]= [F(z); z0, . . . , zn−1]−[F(z); z1, . . . , zn]
z0 − zn

, [F(z); z0]=F(z0).
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В частности,

[F(z); z0, z1] = [F(z); z0] − [F(z); z1]
z0 − z1

= F(z0) − F(z1)

z0 − z1
. (1)

Можно показать, что если [F(z); z0, . . . , zn] �= 0 при попарно различных
z0, . . . , zn ∈ D, то [F(z); z0, . . . , zn] �= 0 при любых z0, . . . , zn ∈ D (см. [3]).
Обозначим через Kn(D), n � 1, класс голоморфных в D функций

F(z), для которых [F(z); z0, . . . , zn] �= 0 при любых попарно различных
z0, . . . , zn ∈ D (см. [3]). Как видно из (1), класс K1(D) состоит из всех одно-
листных в области D функций. Нам понадобятся некоторые леммы.

ЛЕММА 1. Если F(z) ∈ Kn(D) и z1, . . . , zn−1 произвольно фиксированые
точки в области D, то разделенная разность [F(z); z, z1, . . . , zn−1]
является однолистной в D функцией от z.

ЛЕММА 2. Если F(z) ∈ Kn(D), то

(cξ + d)n−1F
(aξ + b

cξ + d

)
∈ Kn(D

∗),

где прообраз области D при отображении

z = aξ + b

cξ + d
, ad − bc �= 0.

ЛЕММА 3. Если F(z) ∈ Kn(D), то F (n)(z) �= 0 в области D.

2. В качестве области D возьмем полуплоскость Rez > 0, которую
обозначим �. Очевидно, � − выпуклая область. Пусть �+ множест-
во точек, полученное присоединением к � всех точек мнимой оси, за
исключением точки ζ = 0.
Обозначим через �1[F(z); z; ζ1] = F(z + ζ1) − F(z) конечную разность

первого порядка функции F(z), где z ∈ �, ζ1 ∈ �+. Заметим, что если
z ∈ � и ζ1, . . . , ζn ∈ �+, то z + ζ1 + . . . + ζn ∈ �+. Определим конечную
разность n-го порядка рекуррентным соотношением

�n [F(z); z; ζ1, . . . , ζn] = �1
[
�n−1

[
F(z); z; ζ1, . . . , ζn−1

] ; z; ζn

]
,

где z ∈ � и ζ1, . . . , ζn ∈ �+. Например, для второй конечной разности
имеем

�2 [F (z) ; z; ζ1, ζ2] = �1
[
�n−1 [F (z) ; z; ζ1] ; z; ζ2

]
= �1 [F (z + ζ1) − F (z) ; z; ζ2]

= F(z + ζ1 + ζ2) − F(z + ζ2) − F(z + ζ1) + F(z).



Признаки принадлежности функций к классам Kn(D) и Qn(D) 97

Учитывая рекуррентное соотношение, можно по индукции вывести фор-
мулу:

�n [F(z); z; ζ1, . . . , ζn] =
n∑

m=0

(−1)mMm
n (z), где

Mm
n (z) =

∑
1�i1<...<in−m�n

F (z + ζi1 + . . . + ζin−m
).

Познакомимся еще с интегральным представлением конечной разнос-
ти.

ТЕОРЕМА 1. Конечную разность n-го порядка голоморфной в �

функции F(z) можно представить в виде

�n [F(z); z, ζ1, . . . , ζn] = ζ1, . . . , ζn

∫ 1

0

∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
F (n)(ξ )dt1 . . . dtn, (2)

где z ∈ �,ζ1, . . . , ζn ∈ �+ и ξ = z + ζ1t1 + . . . + ζntn ∈ �.

Доказательство. Если n = 1, то формула (2) верна. Действительно,

�1 [F(z); z, ζ1] = F(z + ζ1) − F(z) =
∫ z+ζ1

z

F ′(ξ )dξ.

Делая в последнем интеграле замену ξ = z + ζ1t1, 0� t � 1, получим

�1 [F(z); z, ζ1] = ζ1

∫ 1

0
F ′(z + ζ1t1)dt1.

Предположим, что формула (2) справедлива для n = k, т.е.

�k(z) = �k [F(z); z, ζ1, . . . , ζk]

= ζ1 . . . ζk

∫ 1

0

∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
F (k)(z + ζ1t1 + . . . + ζktk)dt1 . . . dtk.

Тогда получим

�k+1
[
F(z); z, ζ1, . . . , ζk, ζk+1

] = �1
[
�k [F(z); z; ζ1, . . . , ζk] ; z, ζk+1

]

= ζk+1

∫ 1

0
�′(z + ζk+1tk+1)dtk+1

= ζ1 . . . ζk+1

∫ 1

0

∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
F (k+1)(z + ζ1t1 + . . . + ζk+1tk+1)dt1 . . . dtk+1,

и наша формула (2) справедлива для n = k. Теорема 1 доказана.
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Обозначим через Qn(�), n � 1, класс голоморфных в � функций
F(z), для которых �n[F(z); z; ζ1, . . . , ζn] �= 0 при любом z ∈ � и любых
ζ1, . . . , ζn ∈ �+ (см. [4]).

ЛЕММА 4. Класс Q1(�) совпадает с классом K1(�).

ЛЕММА 5. Если F(z) ∈ Qn(�), то функция F (n−1)(z) однолистная в �.

3.

ТЕОРЕМА 2. Если Re{F (n)(z)} > 0 при любом z ∈ ′
D, то F(z) ∈ Kn(

′
D).

Доказательство. При любых z0, ..., zn ∈ ′
D имеем

Re {[F(z); z0, . . . , zn]} =
∫ 1

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
Re{F (n)(ζ )}dt1 . . . dtn > 0.

Отсюда [F(z); z0, . . . , zn] �= 0 при любых z0, . . . , zn ∈ ′
D и поэтому F(z) ∈

Kn(
′

D).

ТЕОРЕМА 3. Если для голоморфной в � функции F(z) выполняется
условие Re{F (n)(z)} > 0 при любом z ∈ �, то F(z) ∈ Qn(�).

Доказательство. При любом z ∈ � и любых ζ1, . . . , ζn ∈ �+ имеем

Re
{ 1
ζ1ζ2 . . . ζn

�n [F(z); z, ζ1, . . . , ζn]
}

=
∫ 1

0

∫ 1

0
. . . ,

∫ 1

0
Re

{
F (n)(z + ζ1t1 + . . . ,+ξntn)

}
dt1 . . . , dtn > 0.

Отсюда �n[F(z); z, ζ1, . . . , , ζn] �= 0 и поэтому F(z) ∈ Qn(�).
Существуют функции, принадлежащие нескольким классам Qn(�).

ТЕОРЕМА 4. Пусть n � 2. Многочлен Pn(z) = zn + an−1z
n−1 + . . . ,+a0,

где Rean−1 � 0, принадлежит одновременно двум классам Qn(�) и
Qn−1(�), и не принадлежит классу Qk(�), если k − натуральное чис-
ло, отличное от чисел n − 1 и n.

Доказательство. Имеем ReP
(n)
n (z) ≡ n! > 0. На основании теоремы 1

получим, что Pn(z) ∈ Qn(�). Далее, имеем

1

(n − 1)!ReP (n−1)
n (z) = nz + Rean−1 > 0
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при любом z ∈ �. По теореме 1 получим Pn(z) ∈ Qn−1(�). Если k > n, то

�k [Pn(z); z, ζ1, . . . , , ζn] ≡ 0 и Pn(z) /∈ Qk(�).

Пусть теперь 1 � k < n − 1 и, вопреки нашему утверждению, Pn(z) ∈
Qk(�). Тогда по лемме 5 многочлен P

(k−1)
n (z) будет однолистной функци-

ей в �. Кроме того, P (k−1)
n (z) является многочленом степени n− k + 1> 2.

Но однолистного в полуплоскости � многочлена степени выше второй
не существует (см [5]). Получили противоречие. Таким образом, если k −
натуральное число и k �= n − 1, n, то Pn(z) /∈ Qk(�). Теорема доказана.

ТЕОРЕМА 5. Пусть n � 2. Многочлен Pn(z) = zn +an−1z
n−1 + . . .+a0, где

Rean−1 � 0, принадлежит одновременно двум классам Kn(�) и Kn−1(�),
и не принадлежит классу Kk(�), если k − натуральное число, отличное
от чисел n − 1 и n.

Доказательство. Имеем ReP
(n)
n (z) ≡ n! > 0. На основании теоремы 2

получим, что Pn(z) ∈ Kn(�). Далее, имеем

1
(n − 1)!ReP (n−1)

n (z) = nz + Rean−1 > 0

при любом z ∈ �. По теореме 2 получим Pn(z) ∈ Kn−1(�). Если k > n, то

[Pn(z); z0, z1, . . . , zn] ≡ 0 и Pn(z) /∈ Kk(�).

Пусть теперь 1 � k < n − 1 и, вопреки нашему утверждению, Pn(z) ∈
Kk(�). Тогда по лемме 1 функция �(z) = [Pn(z); z, z1, . . . , , zk−1] будет
однолистной в � при любых фиксированных z1, . . . , zk−1 ∈ �. Кроме того,
легко понять, что эта функция является многочленом степени n − k + 1>

2. Но однолистного в полуплоскости � многочлена степени выше второй
не существует (см [5]). Получили противоречие. Таким образом, если k −
натуральное число и k �= n − 1, n, то Pn(z) /∈ Kk(�). Теорема доказана.
Функция F1(z) = lnz ∈ Qj(�), j = 1,2,3. В самом деле, легко убедиться,

что

�1 [F1(z); z; ζ1] = ln
(
1+ ζ1

z

)
�= 0, ∀z ∈ �, ∀ζ1 ∈ �+,

�2 [F1(z); z; ζ1, ζ2] = ln
(
1− ζ1ζ2

(z + ζ1)(z + ζ2)

)
�= 0, ∀z ∈ �, ∀ζ1, ζ2 ∈ �+,

�3 [F1(z); z; ζ1, ζ2, ζ3] = ln
(
1+ ζ1ζ2ζ3(ζ1 + ζ2 + ζ3 + 2z)

z(z + ζ1 + ζ2)(z + ζ1 + ζ3)(z + ζ2 + ζ3)

)
�= 0,

∀z ∈ �, ∀ζ1, ζ2, ζ3 ∈ �+.

Однако, функция F1(z) = ln z /∈ Qj(�), где j � 4. Это объясняется тем,
что функция F

(j−1)
1 (z) не является однолистной в � при любом j � 4 (см.

лемму 5).
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Функция F2(z) = 1/z ∈ Qj(�), j = 1,2. Действительно, легко понять,
что

�1 [F2(z); z; ζ1] = 1

z + ζ1
− 1

z
= −ζ1

(z + ζ1)z
�= 0, ∀z ∈ �, ∀ζ1 ∈ �+,

�2 [F2(z); z; ζ1, ζ2] = 1

z + ζ1 + ζ2
− 1

z + ζ1
− 1

z + ζ2
+ 1

z

= ζ1ζ2(2z + ζ1 + ζ2)

(z + ζ1 + ζ2)(z + ζ1)(z + ζ2)z
�= 0.

Однако, функция F2(z) /∈ Qj(�), где j � 3. Это объясняется тем, что
функция F

(j−1)

1 (z) не является однолистной в � при любом j � 3 (см.
лемму 5).
Отметим, что та же функция F2(z) принадлежит одновременно всем

классам Kn(�), n = 1,2,3. В самом деле,

[F2(z); z0, . . . , zn] = (−1)n

z0, . . . , zn

�= 0, ∀z0, . . . , zn ∈ �.

Функция F4(z) = ez не может принадлежать ни одному из классов
Qn(�), n = 1,2,3, . . .. Это следует из того, что если, например, взять
ζm = 2πi, где 1� m � n, то при любом натуральном n имеем

�n [F4(z); z; ζ1, . . . , ζn] = ez
n∏

k=1

(eζk − 1) = 0.

Функция F4(z) = ez принадлежит всем классам Kn(H), n = 1,2,3, . . .,
где H − любая выпуклая область, в которой ReF

(n)
4 (z) = ReF4(z) > 0 (см.

теорему 2).
Обладающая многими замечательными свойствами, функция Кебе

(см.[6])

F3(z) = z

(1− z)2
= z + 2z2 + 3z3 + . . . ,

принадлежит всем классам Kn(�), n = 1,2,3, . . .. В самом деле,

[F3(z); z0, . . . , zn ] =
(

− 1+
n∑

m=0

1

1− zm

) n∏
m=0

1

1− zm

�= 0,

∀z0, . . . , zn ∈ E, n = 1,2,3, . . .

Замечание 1. При определении конечной разности n-го порядка и
определении класса Qn(�) существенным является то, что параметры



Признаки принадлежности функций к классам Kn(D) и Qn(D) 101

ζ1, . . . , ζn могут принимать любые значения, расположенные на мнимой
оси, за исключением начала координат, т.е. ζ1, . . . , ζn ∈ �+.
Учитывая замечание 1, в работе [7] получен следующий результат.

ТЕОРЕМА 6. Не существует голоморфной в � функции F(z), кото-
рая одновременно принадлежала бы первым шести классам Qj(�), j =
1,2,3,4,5,6 .

Следствие 1. Не существует голоморфной в � функции F(z), для
которой одновременно выполнялось бы условие ReF (j)(z) > 0 в � для
j = 1,2,3,4,5,6.

Замечание 2. Есть все основания утверждать, что в теореме 6 можно
взять j = 1,2,3,4,5. Доказать или опровергнуть это утверждение пока не
удалось. Возникла задача об отыскании функции, для которой первые
четыре или пять конечных разностей отличны от нуля при любом z ∈ �

и любых ζ1, . . . , ζn ∈ �+.
Замечание 3. Если ζ1, . . . , ζn взяты из множества, отличного от

множества �+, то существуют функции, у которых конечные разности
всех порядков отличны от нуля. Например, для целой функции F4(z) = ez

имеем

�n [F4(z); z; ζ1, . . . , ζn] = ez
n∏

k=1

(eζk − 1) �= 0,

при любом z, и любых ζ1, . . . , ζn, среди которых нет чисел вида 2πip, p =
0,1,2, . . ..

ТЕОРЕМА 7. Пусть E − круг |z| < 1. Если для голоморфной в E

функции вида

F(z) = zn +
∞∑

k=2

bk,nzn+k−1, (3)

выполняется условие
∞∑

k=2

Bn
n+k−1|bk,n| � 1, где Bs

l = s!
l!(s − l)! , (4)

то F(z) ∈ Kn(E). Если для функции �(z) вида (3) выполняется условие
∞∑

k=2

Bn
n+k|bk,n| > 1, (5)

то

�(z) = zn −
∞∑

k=2

|bk,n| /∈ K̃n(E).
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Доказательство. Пусть для функции F(z) вида (3) выполнено условие
(4). Тогда при любом z ∈ E имеем

Re
{ 1

n!F
(n)(z)

}
= 1+ Re

{ ∞∑
k=1

Bn
n+kbk+1,nz

k
}

> 1−
∞∑

k=1

Bn
n+k|bk+1,n| � 0.

Применяя теорему 2, получим F(z) ∈ Kn(E). Пусть теперь для некоторой
функции �(z) вида (3) выполняется условие (5). Тогда

1
n!�

(n)(z) = 1−
∞∑

k=2

Bn
n+k−1|bk,n|zk−1,

1
n!�

(n)(0) = 1.

Из условия (5) следует, что для вещественных значений x, достаточно
близких к единице, будет 1

n!�
(n)(x) < 0. Значит, существует такое число

x0, 0< x0 < 1, что 1
n!�

(n)(x0) = 0. Но тогда по лемме 3 �(z) /∈ Kn(E).

ТЕОРЕМА 8. Если для голоморфной в � функции

F(z) =
∞∑

k=0

ak+1,n(z − 1)n+k, где a1,n = 1,

выполняется условие

∞∑
k=1

Bn
n+k

∣∣∣
k∑

m=0

2mBm
k am+1,n

∣∣∣ � 1, a1,n = 1, (6)

то F(z) ∈ Kn(�).

Доказательство. Функция ω = z−1
z+1 взаимно однозначно отображает

полуплоскость � на единичный круг E. Определим в E функцию

G(ω) = 1
2n

(1− ω)n−1F
(1+ ω

1− ω

)
=

∞∑
k=0

bk+1,nω
n+k.

Легко установить, что

bk+1,n =
k∑

m=0

2mBm
k am+1,n, где b1,n = a1,n = 1.

Теперь условие (6) перепишется в виде

∞∑
k=1

Bn
n+k|bk+1,n| � 1.
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Из теоремы 7 следует, что G(ω) ∈ Kn(E). Теперь, опираясь на лемму 2,
получим

F(z) = 2(z + 1)n−1G
(z − 1

z + 1

)
=

∞∑
k=0

ak+1,n(z − 1)n+k ∈ Kn(�).
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REZIUMĖ

E. Kirjackis, E. Kirjackis. Funkcijų priklausomybės klasėmsFn(D) ir Qn(D) požymiai

Darbe remiantis padalytais irbaigtiniais skirtumais apibr˙ežiamos holomorfiniu˛ srityje D funkcijų klasės

Fn(D) ir Qn(D). Nagrinėjamos i˛vairios šiųklasių funkcijų savybės, nustatyti funkciju˛ priklausomybės

minėtoms klas˙ems kriterijai.

SUMMARY

J. Kirjackis, E. Kirjackis. The tests ofthe belonging of functions to the classesFn(D) andQn(D)

In the work with the aid of the divided and finite differences are introduced classesFn(D) andQn(D) of
functions holomorphic in regionD. Different properties of functions from these classes are studied, the
tests of the belonging of functions to the mentioned classes are established.

Keywords: holomorphic function, class of functions, divided and finite differences, derivative.


