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Santrauka. Nagrinėjamos metrinių hiperplokštuminių elementų erdvės, kurios yra Karta-
no erdvių apibendrinimas. Tai koliestinės erdvės, kurios normalizuojamos simetrinio metrinio
tenzoriaus pagalba. Tiriama specialaus pavidalo metrika, apibrėžta [5] darbe. Įrodyta, kad
tokiose erdvėse egzistuoja vidinės antikvaternioninių struktūrų šeimos, priklausančios nuo
3 parametrų, sukonstruotos su tokiomis struktūromis asocijuotos afiniosios sietys.

Raktiniai žodžiai: koliestinės sluoksniuotės, metrinių hiperplokštuminių elementų erdvės, tiesinės

ir afiniosios sietys, antikvaternioninės struktūros, asocijuotos sietys.

1 Metrinių hiperplokštuminių elementų erdvės

Sakykime, kad (Mn, α) – Rymano erdvė, T ∗Mn – jos koliestinė sluoksniuotė. Bet
kuriam lokaliajam erdvės Mn žemėlapiui (U,ϕ) = (U, x1, x2, . . . , xn) indukuojamas
koliestinės sluoksniuotės T ∗Mn žemėlapis (π−1(U), x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn); čia
π : T ∗Mn → Mn yra projekcija ir yi apibrėžiamas lygybe p = yi dx

i|π(p) bet kuriam

vektoriui p ∈ π−1(U). Jei αij(x
k) – Rymano erdvės Mn metrinis tenzorius, tai

apibrėžiamas energijos tankis (žr. [5]):

t =
1

2
αijyiyk, (1)

čia αik yra tenzoriui αij atvirkštinis tenzorius. Apibrėžkime koliestinės sluoksniuotės
T ∗Mn metrinį tenzorių gij :

gij = α(t)αij + β(t)yiyj , (2)

čia α(t) 6= 0, o β(t) – bet kurios energijos tankio t > 0 glodžios funkcijos [5]. Jei
yi = αikyk, tai atvirkštiniam tenzoriui gij , kai α(t) + 2tβ(t) 6= 0, turime:

gij =
αij

α(t)
−

β(t)yiyj

α(t)(α(t) + 2tβ(t))
. (3)

Koliestinėse sluoksniuotėse T ∗Mn apibrėžiama metrinių hiperplokštuminių ele-
mentų erdvių struktūra, jei su bet kuriuo realiuoju α > 0 teisinga homogeniškumo
sąlyga [2]:

gij
(

xk, λyh
)

= gij
(

xk, yh
)

. (4)
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64 E. Mazėtis

Jei ∂i =
∂

∂xi , ∂i = ∂
∂yi

, tai Kartano tenzoriui Cijk = 1
2∂

kgij teisingos lygybės

Cijkyk = 0. (5)

Iš (1) lygybės ir tapatybių

∂it = yi, ∂iyj = δij , ∂iyj = αij , yiy
i = 2t (6)

seka, kad
∂kgij = α

′

ty
kαij + β

′

ty
kyiyj + β

(

δki yj + δkj yi
)

. (7)

Pastebime, kad (5) lygybė ekvivalenti tapatybei ∂kgijyk = 0. Iš (6) ir (7) lygybių
išplaukia, kad

∂kgijyk = 2α
′

ttαij + 2tβ
′

tyiyj + 2βyiyj . (8)

Atsižvelgdami į (5) išraišką, iš čia gauname, kad

α′

t = 0, tβ′

t + β = 0, (9)

arba
α(t) = const, β(t) =

c

t
, c = const. (10)

Taigi metrinių hiperplokštuminių elementų erdvių metrinio tenzoriaus komponentėms
turime

gijααij +
c

t
yiyj , gij =

αij

α
−

cyiyj

αt(α+ 2c)
, (11)

čia α 6= 0, α = const, c = const, α 6= −2c.
Hiperplokštuminių elementų erdvės afinioji sietis ∇ apibrėžiama invariantiniu lie-

čiamosios erdvės išskaidymu į poerdvių tiesioginę sumą (žr. [1]):

TT ∗Mn = T ∗νMn ⊕ T ∗hMn. (12)

Jei (xk, yh) – erdvės T ∗Mn lokaliosios koordinatės, tai vektoriniai laukai {∂k} yra
poerdvio T ∗νMn bazė, o vektoriniai laukai {δk} yra poerdvio T ∗hMn bazė, jei

δk = ∂k + Lkh∂
h, Lkh = ypΓ

p
kh, (13)

o Γ
p
kh yra metrinio tenzoriaus g Christoffelio simboliai. Iš (11) lygybės turime

∂kgij = α∂kαij −
c

2t2
∂kα

pqypyqyiyj . (14)

Atlikę veiskmus, iš (11) ir (14) lygybių gauname

Γ k
ij =

1

2
αkh(∂jαih + ∂iαhj − ∂hαij). (15)

Iš čia išplaukia, kad [δp, δq] = Rjpq∂
j, čia Rjpq = 2∂[pLq]j – sieties ∇ kreivumo

tenzorius. Be to, erdvės Mn Rymano metrikos α kreivumo tenzoriui Rk
jpq teisinga

lygybė
Rjpq = ykR

k
jpq . (16)
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Kadangi δit = 0, iš (6) ir (11) lygybių gauname, kad

Ckij =
c

2αt2(α+ 2c)

(

ykyiyj − ct
(

αikyj + αkjyi
))

(17)

ir
∇hC

kij = 0. (18)

Kaip žinome [6], metrinių hiperplokštuminių elementų erdvė yra vadinama erdve
su absoliučiuoju paralelizmu, jei jos tiesinė sietis yra plokščioji. Metrinių hiperp-
lokštuminių elementų erdvė yra Landsbergo erdvės analogas, jei yra teisinga lygybė

yk∇hC
kij = 0. (19)

Iš (16) ir (18) lygybių seka, kad teisinga:

1 teorema. Metrinių hiperplokštuminių elementų erdvė, kurios metrika apibrėžia-

ma (11) lygybėmis, yra erdvė su absoliučiuoju paralelizmu tada ir tik tada, kai bazinės

erdvės Mn metrinio tenzoriaus αij kreivumo tenzorius Ri
jpq lygus nuliui. Metrinė

hiperplokštuminių elementų erdvė su (11) metrika yra Landsbergo erdvės analogas.

2 Metrinių hiperplokštuminių elementų erdvių atikvaternio-

ninės struktūros

Metrinių hiperplokštuminių elementų erdvių atikvaternioninę struktūrą (hiperbolinio
tipo kvaternioninę struktūrą) apibrėžia sutvarkytas tenzorinių laukų trejetas F,H, J ,
kuriems teisingos lygybės

HF = −FH = J, JF = −FJ = H, HJ = −JH = F,

F 2 = H2 = E, J2 = −E,
(20)

čia E – vienetinė matrica [3, 7].

2 teorema. Metrinių hiperplokštuminių elementų erdvėje, kurioje metrika apibrėžia-

ma (11) lygybėmis, egzistuoja vidinių antikvarterinioninių struktūrų šeimos, priklau-

sančios nuo trijų parametrų.

Teoremos įrodymas išplaukia iš to, kad tenzoriams F,H, J , kurių komponentės
apibrėžiamos lygybėmis

F i
j = aδij − cgikLkj ,

Fn+i
j = bgij + (a− d)Lij − cgkhLikLhj,

F i
n+j = cgij ,

Fn+i
n+j = dδ

j
i + cgjkLik,

Hi
j = eδij − ggikLkj ,

Hn+i
j = fgij + (e − h)Lij − ggkhLikLhk, (21)

Hi
n+j = ggij ,

Hn+i
n+j = hδii + ggjkLik,

Liet. mat. rink. LMD darbai, 51:63–67, 2010.
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J i
j = pδij − rgikLkj ,

J i
n+j = rgij ,

Jn+i
j = qgij + (p− s)Lij − rghkLikLhj,

Jn+i
n+j = sδ

j
i − rgjkLik

yra teisingos (20) tapatybės, kai p – bet kuris skaičius, skaičiai q ir m tokie, kad
|q| > |m|, q 6= 0, m 6= 0, ir galioja lygybės

a =
m− g

√

q2 −m2

q
, d = −

m− p
√

q2 −m2

q
, b = −

√

q2 −m2,

c =
(p2 − 1)

√

q2 −m2 − 2pm

q2
, r =

−1− p2

q
, s = −p, (22)

l =
pm

q
+

√

q2 −m2

m
, t =

m− 2p
√

q2 −m2 − p2m

q2
, k = −

pm

q
−

√

q2 −m2

m
.

Pastebėkime, kad jei q = 0 arba m = 0, egzistuoja antikvarternioninės struktūros,
priklausančios nuo dviejų arba nuo vieno parametro.

3 Asocijuotos sietys

Kaip žinome [7], koliestinių sluoksniuočių T ∗Mn afiniąją sietį apibrėžiame, užrašyda-
mi kovariantinės išvestinės išraiškas

∇∂i
∂j = Λk

ij∂k + Λn+k
ij ∂k, ∇∂i

∂j = Λk
i n+j∂k + Λn+k

i n+j∂
k,

∇∂i∂j = Λk
n+i j∂k + Λn+k

n+i j∂
k, ∇∂i∂j = Λk

n+i n+j∂k + Λn+k
n+i n+j∂

k.
(23)

Kaip įrodyta [4] darbe, dydžiai Λk
n+i n+j yra tenzoriaus komponentės.

Afinioji sietis Λ yra asocijuota su antikvarternionine struktūra (F,H, J), jei ten-
zorių H,F ir J kovariantinės išvestinės sieties Λ atžvilgiu yra lygios nuliui [7].

3 teorema. Afinioji sietis Λ yra asocijuota su metrinių hiperplokštuminių elemen-

tų erdvių antikvarternioninėmis struktūromis (21) tada ir tik tada, kai šios sieties

komponentėms yra teisingos lygybės

Λk
n+i n+j = 0, Λk

n+i j = 0,

∂hgij + gkjΛ
n+i
n+k h = gikΛ

k
jh,

∂hgij + gkjΛ
n+i
n+k n+h = gikΛ

k
j n+h, (24)

∂hLij − LikΛ
k
jh + LkjΛ

n+i
n+k h = Λn+i

jh ,

Γ h
ij − LikΛ

k
j n+h + LkjΛ

n+i
n+k n+h = Λn+i

j n+h.

Teoremos įrodymui užtenka rasti (21) lygybėmis apibrėžtų tenzorių F,H, J kova-
riantines išvestines ir pastebėti, kad su bet kuriomis p, q ir m reikšmėmis jos lygios
nuliui tada ir tik tada, kai teisingos (24) sąlygos.
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Pastebėkime, kad esant teisingoms sąlygoms Λi
n+j n+h = Λi

n+j h = 0, dydis

Λn+i
n+j n+h yra tenzorius, o dydis – Λn+i

n+j h yra afiniosios sieties komponentės. Atskiru
atveju tarę, kad

Λn+i
n+j n+k = 0, Λn+i

n+j k = −Γ
j
ik, (25)

iš (24) lygybių gauname, kad

Λi
jh = gip∂hgij − gipgkjΓ

k
ph,

Λi
j n+h = gik∂hgjk, Λn+i

j n+h = −Γ h
ij + Likg

kp∂hgpj, (26)

Λn+i
jh = ∂hLij + Likg

kp∂hgpj + LkjΓ
k
ih − Likg

kpgqjΓ
q
ph.

Gautosios (25) ir (26) lygybės yra afiniosios sieties, asocijuotos su antikvarternio-
ninėmis struktūromis (20), pavyzdys.
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SUMMARY

Structure in space of hyperplane element with special metrics
E. Mazėtis

The present work analyses intrinsic antiquaternionic structures of metric hyperplane elements. Spa-
ces of metric hyperplane elements is Cartan space generalisation. The given spaces are cotangent
bundle, where metrics is described by way of symmetric tensor. The present work analyses situation
when metric tensor has specific form, as it done by work [5]. It has been proved that in such metric
space treeparameter intrinsic antiquaternionic structure families exist, associated affine connections
with structures have been found.

Keywords: cotangent bundle, metric space of hyperplane element, linear and affine connection, an-
tiquaternionic space, associative connection.
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